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Berechnung des Winkel zwischen zwei beliebigen Vektoren

Voriiberlegung:

Wenn die Vektoren nicht kollinear sind, dann bestimmen sie eine
Ebene.

Der gesuchte Winkel ist der Winkel in dieser Ebene.

Der Winkel bleibt gleich, wenn ich beide Vektoren auf die Lange 1
kirze.

Wir konnen also die Uberlegungen im Einheitskreis in der Ebene

anstellen.

Es seien va und vb mit Lange 1 gegeben:
va := [al, a2, a3]

vb := [bl, b2, b3]

Dann gilt offensichtlich, dass p der Cosinus des Winkels ist:
COS(a) = p

Also 1ist der gesuchte Winkel der Arcuscosinus von p.

o = ACOS(p)

Zu bestimmen 1ist also —-nur- die Lange der Strecke p!

Wir brauchen zur Berechnung des Dreiecks die Lange des Vektors der
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von va nach vb fihrt!

vc = vb - va

2 2
[ve] = |vb - val
2 2 2 2 2
[ve] = J((b1l - a1) + (b2 — a2) + (b3 - a3) )
2 2 2 2
[ve] = (b1 - a1l) + (b2 - a2) + (b3 - a3)
2 2 2 2 2
[ve] =al - 2.al-bl + a2 - 2.a2-b2 + a3 - 2-a3-b3 + bl + b2
2
+ b3
2 2 2 2 2 2 2
[ve] =al +a2 + a3 +bl + b2 + b3 - 2-(al-bl + a2-b2 +
a3-b3)

2 2 2
|[ve] = |val] + |vb|] - 2-(al-bl + a2-b2 + a3-b3)
Betrage von va und vb sind jeweils 1:

2
[ve] =2 - 2.(al-bl + a2-b2 + a3.b3)

Weil der Ausdruck rechts immer wieder vorkommt, hat er einen
eigenen Namen.

Er heilt Skalarprodukt der Vektoren va und vb:

SKPvavb := al-bl + a2-b2 + a3-b3

Also gilt:

2
|[ve] = 2 - 2.SKPvavb

2
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Im gezeichneten Dreieck gilt:

2 2 2
p +h = |vbl
2 2 2
g +h = |vc|
p+as=|val

Es gilt: |val=1 und |vb|=1 und

|vc|"2= 2-2«SKPvavb, also:

2 2

p + h =1

2 2
g +h =2 - 2.SKPvavb
p+qg=1

g = 1-p aus der 3. Gleichung konnen wir in die 2. Gleichung

einsetzen.

(1 -p) +h =2 - 2.SKPvavb

h*"2 = 1-p*2 aus Glchg 1 setzen wir in Glchg 2 ein:
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a - p)2 + 1 - p2 = 2 - 2-SKPvavb
2 2
1-2p+p +1-p =2 - 2.SKPvavb
2 — 2.-p = 2 - 2-SKPvavb
- 2.p = — 2-SKPvavb
p = SKPvavb

p = al-bl + a2-b2 + a3-b3
Damit ist p bestimmt. Es ist einfach das Skalarprodukt von va und
vb.
Merke: Die Lange der Projektion von einem Vektor auf einen anderen
ist das Skalarprodukt, wenn beide Vektoren die Lange 1 haben.
Merke: Der Winkel zwischen zwei Einheitsvektoren ist der

Arcuscosinus des Skalarprodukts.

Das Skalarprodukt schreibt man einfach mit einem Punkt zwischen
den Vektoren:
[al, a2, a3]-[bl, b2, b3] = al-bl + a2-b2 + a3-b3
Der Winkel zwischen va und vb ist also:
ACOS([al, a2, a3]:[bl, b2, b3])
oder:

ACOS(al-bl + a2-b2 + a3-b3)

Beispiel:
J3 J3 J3 J14 J14 3./14
ACOS , , . y )
3 3 3 14 7 14
= 22.20765429
10
22 Grad

Das gilt bisher nur fir Vektoren der Lange 1.
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Ist das nicht gegeben, dann kiirzen wir die Vektoren auf Lange 1 !
vx = [x1, x2, x3]

vy = [yl, y2, y3]

VX
vxe :=

[vx|

vy
vye =

[vyl

Winkel zwischen vx und vy:
ACOS(vxe-vye)

(VX vy
ACOS

Clvx] vyl

( VX-Vy
ACOS| —M8MM

G vx] - vyl

Merke: Der Winkel zwischen zwei beliebigen Vektoren ist der
Arcuscosinus des Skalarprodukts der auf Lange 1 normierten

Vektoren.

Beispiel mit zwei wild gewahlten Vektoren:

[1, 2, 3]
[4s _21 5]
[1, 2, 3] (4, -2, 5]
ACOS[ . ]
||:1a 2! 3]' ||:4, _2’ 5]'
10
)
ACOT| —
3
= 53.30077479
10

Der Winkel betragt 53 Grad.




#94: Nun weil jeder, dass der Cosinus von 90° null ist:
#95: C0S(90°) =0
#96: Also ergibt der Arcuscosinus 90°, wenn das Skalarprodukt null ist:
ACOS(0)
#97: _ =90
10
#98: Merke: Der Winkel zwischen zwei Vektoren betragt 90°, wenn deren

Skalarprodukt null 1ist!
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