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UmwandTung von Ebenenformen
hier: Von der Punkt-Richtungsform zur Normalenform und zur

Hesseform

Gegeben sei eine Ebene:

2 4 6
va = | —, —, —
7 7 7

930249 930249
vril == | - , , 0]
1040050 2080100
477902 1695247 2188209
vri2 = | - , - , ]
1332805 2363909 3661574

Ebene in P-R-Form:

ev(A, W) == va + A-vril + p-vri2

Gesucht ist eine Normalenform und die Hesseform.

Wiederholung Normalenform:

Es sei ve=[x,y,z] ein Vektor der zur Ebene hinfiihrt und va ein
Stlitzvektor, dann Tliegt (ve-va) IN der Ebene. Die Vektoren in
der Ebene stehen auf dem Normalenvektor senkrecht. D.h.:

(ve = va).-vn = 0

ve-vh — va-vn = 0
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ve-vn = va-vn

a-Xx + by + coz =k

Die Normale steht auf den Vektoren, die in der Ebene T1iegen,
senkrecht, also speziell auf den Richtungsvektoren der Ebene:

vh = [x, vy, z]

vn-vril = 0 A vn-vri2 = 0

Das sind zwei Gleichungen fiir drei Unbekannte. Ich gebe deshalb
z.B. z=3 vor:

vn-vril = 0 A vn-vri2 = 0 A z = 3

SOLVE(vn:vril = 0 A vn-vri2 = 0 A z = 3, [x, vy, z])

1
w

X=1Ay=2AhAz2z
Ein Normalenvektor ist also:

vnLsg := [1, 2, 3]

Die Normalenform lautet: [x,y,z]=Normale = k . Dabei ist [x,y,z]
ein Ebenenvektor und k eine Zahl.

Zu bestimmen ist also k!

Das Skalarprodukt eines jeden Ebenenvektors mit der Normale muss k
ergeben.
Ein beliebig gewahlter Ebenenvektor ist z.B. ev(1l,1). Ich berechne
einfach das Produkt ev(1l,1)=vnlLsg:
ev(l, 1).vnLsg = 4
Ich konnte aber auch ev(2,-1) wahlen:
ev(2, -1)-vnLsg = 4
Es muss mit jedem Ebenenvektor funktionieren, also auch mit
ev(0,0):

ev(0, 0).vnlLsg = 4
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ev(0,0) ist aber der Stitzvektor val!
2 4 6
ev(0, 0) = | —, —, —
7 7 7
ev(0, 0) = va

Merke: Stitzvektor mal Normale ergibt k.

Hier hat die Ebene hat in Normalenform also die Gleichung
[Xs Y, Z]'[la 27 3] =4

Und in HESSE-Form hat die Ebene die Gleichung

[1, 2, 3] 4
[Xs Y, Z]' =

|1, 2, 3]] (1, 2, 3]]
J14 J14 3./14 2./14

[X! Y, Z]'[ y y ] = —-—

14 7 14 7
J14 J14 3./14
[x, v, z]-[ , , ] = 1.069044967

14 7 14

Im Allgemeinen gilt also:

1. Wenn eine Ebene ev(A,u) = va + Axvril + pxvri2 gegeben 1ist, und
eine Normalenform gesucht ist, dann bestimme man zuerst einen
beliebigen Normalenvektor aus den Richtungsvektoren vril und
vri2.

2. Fir die Form [x,y,z]«Normalenvektor = k findet man die Zahl k,
indem man das Skalarprodukt des Stiitzvektors der Ebene mit dem
Normalenvektor bildet.

Wenn man die Normalenform hat, dann bildet man die Hesse-Form
einfach, indem man beide Seiten der Normalenform durch den

Betrag des Normalenvektors teilt!

Wiederholung:
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In der HESSE-Form [x,y,z]xvne = a gibt a den Abstand der Ebene vom
Ursprung an, wenn vne den Betrag 1 hat. Warum?

[x, ¥y, z]-vne = a

Die Verlangerung von vne, also kxvne, muss die Ebene treffen, also
ein Ebenenvektor sein. Da vne die Lange 1 hat, gibt k dann den
Abstand der Ebene vom Ursprung an:

(k-vne)-vne = a

k.(vne-vne) = a

Das SKP eines Vektors mit sich selbst ist aber das Quadrat des

Betrages:
2 2 2
[1, 2, 3]-[1, 2, 3] =1 +2 +3
2 2 2 2 2 22 2
1 +2 +3 =J@ +2 +3) = |[1, 2, 3]|

Da vne den Betrag 1 hat, ist das Quadrat davon auch 1. Also gilt:
k.(vne-vne) = a

k-1 =a

k = a

Also ist a der Abstand der Ebene vom Ursprung.




