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Kreuzprodukt 2: Herleitung der Formel

Gegeben seien zwei Tinear unabhangige Vektoren.
va := [al, a2, a3]

vb := [bl, b2, b3]

Gesucht ist ein Vektor vc, der auf va und vb senkrecht steht, der
mit diesen ein Rechtssystem bildet und der als Betrag die Flache
des von va und vb aufgespannten parallelogramms hat.

Es soll also gelten:

ve = [x, y, z]

vc.va = 0
vc-vb = 0
|[ve| = |val-|vb]|-SIN(x)

va, vb und vc bilden Rechtssystem.

Wir betrachten zunachst nur die ersten beiden Bedingungen:

vc.va = 0 A vcevb = 0

(X, ¥, z]-va =0 A [Xx, y, z]l:vb =0

[x, vy, z]-[al, a2, a3] = 0 A [x, y, z]-[bl, b2, b3] = 0

al-x + a2-y + a3:z = 0 A bl-x + b2y + b3.z =0

Zwei Gleichungen mit drei Variablen x,y und z. Wir lassen zunadchst

z beliebig.

SOLVE(al:x + a2-y + a3z = 0 A bl:x + b2y + b3-z =0, [x, vy, z])

z-(a3-b2 - a2-b3) z-(al-b3 - a3-:-bl)

X + =0 Ay + =0
al-b2 - a2-bl al-b2 - a2-bl

Offensichtlich ist es glinstig fiir z die Differenz (alb2-a2bl) zu
setzen:

al-x + a2-y + a3:z = 0 A bl-x + b2y + b3z =0 A z = al-b2 - a2-bl
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SOLVE(al:-x + a2-y + a3z = 0 A bl:x + b2y + b3-z =0 A z = al-b2

- a2-bl, [x, y, z])

X = a2-b3 - a3-b2 Ay = a3-bl - al-b3 A z = al-b2 - a2-bl

Der gesuchte Vektor vc konnte also sein:

vclsg = [a2-b3 - a3-b2, a3-bl - al-b3, al-b2 - a2-bl]

Wir priufen, ob er die vier Bedingungen erfillt:

Es gilt selbstverstdndlich, dass vclLsg senkrecht auf va und vb

steht:

Der Betrag von vclsg ist die Wurzel

vclsg-va

vclsg-vb

Komponentenquadrate:

2

|vcLsg| = J((a2-b3 - a3:.b2)

=0
=0

aus der Summe der

+ (a3-bl - al-b3)

Ist der Betrag gleich ABS(va)-ABS(vb)-SIN(wa) ?

Wir formen die Bedingung um:

|[ve| = |val-|vb|-SIN(x)
2 2
[ve] = (Jva]:|vb]:-SINC(x))
2 2 2 2
[ve] = |val -|vb] -SINC®)
2 2 2
[ve] = |val -|vb] -1 - COS(a) )
2
lvel =

2 2 2 2
[val -|vb| - |va] -|vb| -COS(e)

2

2

2

2
+ (al-b2 - a2-bl) )

Cos(a) 1ist das Skalarprodukt der normierten Vektoren va und vb:

| vel

| vel

2

2

2 2 2
|val -|vb] - |va| -|vb] -

2 2
[va] -|vb|] - (va-vb)

2

2

2
(va-vb)

2 2
[va] -|vb]
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2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
[ve] = (a1 -b1 + al -b2 + al -b3 + a2 -bl + a2 -b2 + a2 -b3

2 2 2 2 2 2 2 2
+ a3 ‘b1 + a3 ‘b2 + a3 ‘b3 ) - (al ‘bl + 2-al-a2-bl:b2 +

2 2 2 2
2-al-a3:bl1-b3 + a2 b2 + 2.a2-a3:b2-b3 + a3 b3 )

Die Qaudrate von albl, a2b2 und a3b3 heben sich weg:

2 2 2 2 2
[ve] =al b2 + al -b3 - 2-al-a2-bl.-b2 — 2-al-a3-bl-b3 +

2 2 2 2 2 2 2 2
a2 ‘bl + a2 -b3 - 2.a2-a3:b2:-b3 + a3 bl + a3 -b2

Wir sortieren:

2 2 2 2 2 2 2
|[ve] = (a2 -b3 - 2.a2-a3:b2:b3 + a3 b2 ) + (al -b3 -
2 2 2 2 2 2
2-al-a3-b1l:b3 + a3 b1 ) + (al -b2 - 2-al-a2-bl-b2 + a2 bl )
2 2 2 2
|[ve] = (a2-b3 - a3:b2) + (a3:bl - al-b3) + (al-b2 - a2-bl)
Also gilt:
2 2 2

|ve| = J((a2-b3 - a3:b2) + (a3-bl - al-b3) + (al-b2 - a2-bl) )

Das ist identisch mit abs(vclLsg).

Damit sind die ersten drei Bedingungen erfiillt: vclLsg steht
senkrecht auf va und vb und der Betrag ist der des von va und vb
aufgespannten Parallelogramms.

Die vierte Bedingung (Rechtssystem) kann ich hier nicht zeigen,
weil wir das Spatprodukt noch nicht behandelt haben, sie ist

aber erfullt.




