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Kugeln: Herleitung der geodatischen Kugelformel

Eine Kugel kann man so zeichnen wie einen Globus: mit Breiten- und

Langenkreisen.

Ein Breitenkreis ist ein Parallelkreis zum Aquator.

Die Breitenkreise werden nach Norden und Siiden, vom Aquator
ausgehend immer kleiner.

Berlin Tiegt z.B. auf 52° nordlicher Breite.

D.h., dass man vom Aquator um 52° hoher nach Norden gehen muss, um
auf der Hohe von Berlin zu sein.

Langenkreis = Grofkreis durch die Pole = Meridian = Mittagskreis
(alle darauf haben zur gleichen Zeit 12.00 Uhr)

Die Langenkreise haben immer den gleichen Radius, den der Kugel.

BerTin Tiegt auf 13° Ostlicher Lange.

D.h., dass man vom Langengrad null (durch Greenwich) um 13° nach
Osten gehen muss.

Kugelpunkte sind die Schnittpunkte von Langen- und Breitenkreisen.

Ein Kugelpunkt ist deshalb mathematisch durch Lange, Breite und
Radius des Punktes fesgelegt.

Die Kugel erkennt man, wenn Langen- und Breitenkreise gezeichnet
sind, wie oben.

Man kann eine Kugel aber auch schon erkennen, wenn man nur Langen-



oder nur Breitenkreise zeichnet.

#16: Wir suchen also eine Funktionsgleichung der folgenden Art:

#17: Kugelpunkt(Lange, Breite,Radius):= [x,y,z]

#18: Dabei hangt jede der Komponenten x, y und z natiirlich von Lange,
Breite und Radius ab.

#19: Gesucht 1ist also genauer eine Funktion [x(1,b,r), y(1,b,r),
z(1,b,r)].

#20: Um die Lage der Kugel im Raum kimmern wir uns vorerst nicht; die
Kugel 1liege im Ursprung.

#21: Wenn sie woanders liegen soll, dann addiert man einfach die
Koordinaten des neuen Mittelpunkts dazu.
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#23: VergroRern Sie die folgende Zeichnung durch Doppelklick und teilen

Sie das Fenster vertikal.

#24:

#25: Ein Kugelpunkt ensteht, wenn man einen Punkt zunachst auf dem
Aquator bewegt und ihn dann hoch Richtung Nordpol oder herunter
in Richtung Siudpol dreht.

#26: 1Ich habe hier den Punkt [5,0,0] um 75° nach Osten gedreht (rosa)
und ihn dann um 45° nach Norden hoch gedreht (gelb).

#27: Der Kugelpunkt ist der blaue rechts oben.

#28: Diese Kugelpunkt hat die Lange 75° Ost und die Breite 45° Nord.



#29: Welche x-y-z-Koordinaten hat er?

#30:

#31: 1Ich bestimme zundachst die z-Koordinate.
#32: Dazu falle ich das Lot vom Kugelpunkt auf die Grundebene
(senkrechte Linie).
#33: Ich betrachte das Dreieck Ursprung-Lotfusspunkt-Kugelpunkt.
#34: Das Dreieck ist beim Lotfusspunkt rechtwinklig, also kann ich sin,
cos usw. anwenden.
#35: Es sei h die Hohe des Kugelpunktes liber der Grundebene. Der Radius
der Kugel sei 5.
#36: Weil ich den Kugelpunkt um 45° hochgedreht habe, muss im
betrachteten Dreieck fiir die Hohe h gelten:
h
#37: SIN(45°) = —
5
#38: h = 5.SIN(45°)
#39: Die Hohe h ist aber nichts anderes als die z-Komponente des
Kugelpunktes. Also haben wir fiir den Kugelpunkt:
#40: [x, y, 5-SIN(45°)]
#41: D.h.: z ist Radius mal Sinus von der Breite.

#42: D.h.: Die z-Komponente ist die Hohe iiber der Aquatorebene.
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#44: Nun missen wir noch x und y bestimmen.

#45: Das Lot des Kugelpunktes auf die Grundebene hat einen FuBpunkt.

#46: Der Abstand dieses FuBRpunktes vom Ursprung ist aus dem
betrachteten Dreieck leicht zu bestimmen:

#47: cos(45°)=Abstand/5

#48: Abstand=cos(45°)=5
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#50: Wir brauchen jedoch eigentlich nicht den Abstand, sondern die
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x-y-Werte des LotfuBpunktes.

Den LotfuBpunkt 1liegt auf einem Kreis in der Grundebene.

Der Radius des Kreises ist der Abstand des LotfuRpunktes vom
Ursprung, also 5xcos(45°) und der Drehwinkel 1ist 75°, also der
Langengrad.

Ein Kreis in der x-y-Ebene ist gegeben durch:

[r-COS(t), r-SIN(t), 0]

Der Radius r des Lotfusspunktkreises ist der Abstand vom Ursprung,
also 5xcos(45°):

[5-C0S(45°)-COS(t), 5-C0S(45°)-SIN(t), 0]

Der Drehwinkel des Lotfusspunktes war der Langengrad des
Kugelpunktes, also 75°.

Damit haben wir die Koordinaten des Lotfusspunktes:

[5-C0S(45°)-C0S(75°), 5-C0S(45°)-SIN(75°), 0]

Die z-Koordinate des Kugelpunktes war 5xsin(45°). Das setzen wir
ein:

[5-C0S(45°)-C0OS(75°), 5-C0S(45°)-SIN(75°), 5-SIN(45°)]

Das sind die Koordinaten des Kugelpunktes mit der Lange 75° und

der Breite 45° auf einer Kugel mit Radius 5.

Flir beliebige Radien r, Langen 1 und Breiten b ergibt sich also:

kugelpunkt(r, 1, b) = [r-C0S(b)-COS(1), r-COS(b)-SIN(T), r-SIN(b)]

Da der Radius in jeder Komponente auftaucht, kann man ihn
herausziehen:

kugelpunkt(r, 1, b) = r-[COS(b)-COS(1), COS(b)-SIN(1), SIN(b)]

Beispiele fiir Kugelpunkte:

Vorherige Zeichnung 1oschen und dann zeichnen Tassen:
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AquatorNul1Null := kugelpunkt(5, 0°, 0°)

Aquator_90_0st := kugelpunkt(5, 90°, 0°)

Aquator_90_West := kugelpunkt(5, — 90°, 0°)
Aquator_180_0st := kugelpunkt(5, 180°, 0°)
Nordpol := kugelpunkt(5, 0°, 90°)

SudpoT1 := kugelpunkt(5, 0°, - 90°)

Berlin_13_0st_52_Nord := kugelpunkt(5, 13°, 52°)

Anmerkung:
Ich bin bei meiner Kugeldefinition von der iblichen Beschreibung
der Koordinaten der Erdkugel ausgegangen:

kugelpunkt(r, 1, b) = r-[COS(b)-COS(1), COS(b)-SIN(T), SIN(b)]

Dabei Tiegt der Startpunkt auf dem Aquator bei Lange=0 und
Breite=0, also bei [r,0,0].

Die Lange Tauft gegen den Uhrzeigersinn von 0 bis 360° oder 0 bis
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2m.

Die Breite lauft von -90 bis 90° oder -m/2 bis m/2.

Aber in einer Formelsammlung wird man eventuell die folgende
Formel finden:

kupu(Cr, b, 1) := r-[SIN(b)-COS(1), SIN(b)-SIN(C1), COS(1)]

Dabei Tiegt der Startpunkt der Betrachtung im Nordpol auf der

z-Achse! Bei Lange=0 und Breite=0 ergibt sich also [0,0,r].

Die Lange heiRt dann Azimutwinkel und Tauft auch gegen den
Uhrzeigersinn von 0 bis 360° bzw. 0 bis 2m.
Die Breite heilRt aber nicht mehr Breite, sondern Polarwinkel und

Tauft von 0 bis 180° oder 0 bis m von der z-Achse Richtung Siiden.

Ich bleibe bei meiner Definition, weil Sie anschaulicher ist und
weil man damit praktische Aufgaben, welche Koordinaten von

Punkten auf der Erde verwenden, leichter T10sen kann.




