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Schnitt von Kugel und Ebene

Kugel gegeben mit MP=[1,1,1] und Radius 2 :
va := [1, 1, 1]

2 2 2 2
(x-1) +(y-1) +((z-1) =2

————— Ebenengleichung ———————
vb = [1, 1, 2]

vriln == [1, 0, O]

i [o J[%] J[%]]

ebene(s, t) := vb + s.vriln + t-vri2n

Gesucht: Schnittkreis von Kugel und Ebene!

Losung:

————— Priifung der Richtungsvektoren ————————

|vriln] = 1

|vri2n] = 1

vriln.vri2n = 0

Die Richtungsvektoren der Ebene sind normiert und rechtwinklig!
(Das braucht man zur Darstellung des Schnittkreises, wie man unten

sehen wird.)
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Normalenvektor [x,y,z] wird mit Kreuzprodukt bestimmt:

22
CROSS(vriln, vri2n) = [0, - —_—, —
2 2

J2 J2

normale := [0, - —_— —

2 2

Weist die Normale zur Ebene hin?

ebene(s, t) = A.-normale

SOLVE(ebene(s, t) = A-normale, [A, s, t])
J2 3.2

AS=-1At=-
2 2

A=

A ist positiv, als weist die Normale zur Ebene hin.

Ich normiere die Normale:

normale
enormale :=
|normale]|
J2 2
[0’ - T
2 2

————— Schneidet die Ebene uberhaupt die Kugel? ———————

Das ist der Fall, wenn der Abstand des Kugelmittelpunktes von der
Ebene kleiner als der Radius der Kugel ist.

Die Verlangerung der Normalen muss vom Kugelmittelpunkt aus die
Ebene treffen:

Der Kugelmittelpunkt war [1,1,1]:

[1, 1, 1] + A-enormale = ebene(s, t)

J2:A J2-t J2:A J2-t

1 - = + 1 A + 1 =
2 2 2 2

+2Al=5s+1
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J2-A J2-t J2A J2-t
SOLVE|1 - = + 1 A + 1 = + 2 A1==5s+
2 2 2 2
1, [A, s, t]]
J2 J2
A= AS=0At=z - —
2 2

Weil enormale normiert war, gibt A den Abstand des
KugeTlmittelpunkts von der Ebene an.
Der Abstand des Kugelmittelpunkts von der Ebene ist 2/2. Das ist

kleiner als 2. Also Schnitt!

Zugleich ist mit s und t auch der Mittelpunkt des Schnittkreises
bestimmt!

Denn die Normale steht senkrecht auf der Ebene und der
Schnittkreis 1iegt in der Ebene.

Die Normale steht also auch senkrecht auf dem Schnittkreis.

Der Mittelpunkt des Schnittkreises ist also durch Einsetzen von s
und t in die Ebenengleichung zu bestimmen

oder durch Einsetzen von A in die Formel [1, 1, 1] + A-enormale!

-l 5 5
ebene|0, - — | = |1, —, —
2 2 2

1 3
MiPuSchniKrs == |1, —, —
2 2

————— Bestimmung des Radius des Schnittkreises ———————
Die Verlangerung eines Richtungsvektors der Ebene vom MiPuSchniKrs
aus muss die Kugelgleichung erfillen.

MiPuSchniKrs + t-vriln
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1 3
t+1, —, —
2 2

Ich setze diese Koordinaten in die Kugelgleichung fiir x, y und z
ein:

2 2 2 2
(x-1) +(y-1) +(z-1) =2

2 1 2 3 2 2
(t+1-1) + [——— - 1] + {——— - 1] =2
2 2

2 1 2 3 2 2
SOLVE[(t +1-1) + [——— - 1] + [——— - 1] =2, t]
2 2

J14 J14

t = - vVvt=z= ———
2 2

Der Wert von t gibt den Schnittkreisradius an, weil vriln normiert
ist.

J14
SchniKrsRad = ——
2

1.870828693

Den Schnittkreis konnen wir jetzt mit den Richtungsvektoren der
Ebene bauen.

Die Richtungsvektoren der Ebene sind normiert sind stehen
senkrecht aufeinander.

Deshalb beschreibt der folgende Ausdruck einen Kreis im Ursprung
parallel zur Ebene:

COS(t) -vriln + SIN(Ct)-vri2n

Diesen Kreis vergrofern/verkleinern wir mit dem SchniKrsRad:

SchniKrsRad. (COS(t) -vriln + SIN(t)-.vri2n)

Nun verschieben wir ihn zum MiPuSchniKrs:

Schnittkreispkt(t) := MiPuSchniKrs + SchniKrsRad-(COS(t)-vriln +
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SIN(Ct) -vri2n)

J14.C0S (1) J7-SINCE) 1 J7-SIN(E) 3
+1, —— - — + —
2 2 2 2 2

Das ist die Gleichung des gesuchten Schnittkreises!

Vorbereitungen zur Zeichnung:
Ebene im MiPuSchniKrs anfangen lassen:
eschni(s, t) := MiPuSchniKrs + s.vriln + t-vri2n
ekreuz(s) == [[0, 0, 0], eschni(0, 0), eschni(s, 0), eschni(-s, 0),
eschni(0, 0), eschni(0, s), eschni(0, -s)]
equadrat(s) := [eschni(s, s), eschni(-s, s), eschni(-s, -s),
eschni(s, -s), eschni(s, s)]

T
Schnittkreis := VECTOR[[Schnittkreispkt(t)], t, 0, 2.m, ————)
36

Kugelzeichnung
A 1ist die geographische Lange, ¢ die Breite.

KugeTpunkt(A, ¢) := va + 2-[COS(¢)-COS(A), COS(¢)-SINCA), SIN(¢)]

r )
BKreis(¢) := VECTOR| Kugelpunkt(A, ¢), A, 0, 2.m, ——
\ 12 )
r )
LKreis(A) := VECTOR| Kugelpunkt(A, ¢), ¢, 0, 2.m, ——
\ 12 )
r )
KugellLkreise := VECTOR| [LKreis(A)], A, 0, 2.m, ——
\ 12 )
r )
KugelBkreise := VECTOR| [BKreis(¢)], ¢, 0, 2.m, ——
\ 12 )

T
Kugelvoll := VECTOR[BKreis(¢), ¢, 0, 2.m, ————J
12
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#97: Nacheinander zeichnen lassen:
#98: ekreuz(SchniKrsRad)

#99: equadrat(SchniKrsRad)

#100: Schnittkreis

#101: KugelBkreise

#102: ebene(s, t)
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#105: Aufgabe:

#106: Nehmen Sie die gleiche Kugel und bestimmen Sie den Schnittkreis
mit der folgenden Ebene:

#107: vbneu = [2, 1, 2]

/2 1 1]

#108: vrilneu :

22
2 2

#109: vri2neu :

1
o

#110: ebeneneu(s, t) := vbneu + s-vrilneu + t-vri2neu

#111:




