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Normen in Vektorraumen

Eine Norm weist jedem Vektor eine Zahl zu, z.B. den Abstand vom
Ursprung.

Was aber 'Abstand' 1ist, das ist auch im realen Leben durchaus
verschieden.

Der 'Abstand' zwischen Berlin und Rom ist z.B. fiir Autofahrer,
Radfahrer und Flieger durchaus unterschiedlich.

Voraussetzung fiir eine 'Abstands’'-Berechnung ist, dass ein Vektor
eine 'Ldnge’ hat.

Der 'Abstand’' zwischen zwei Punkten (Vektoren) ist dann die
"Lange’ der Differenz.

Die 'Lange’ eines Vektors heiRt verallgemeinert 'Norm’.

Eine Abbildung N: V ——>R+0, die jedem Vektor eine nicht-negative
Zah1l zuweist, heiBt Norm, wenn gilt:

1. Nur der Nullvektor hat die Norm O.

2. Konstante Skalare darf man als Betrag vorziehen:
NA=V)=|A[=N(V) .

3. Die Dreiecksungleichung gilt: N(v+w) < N(v) + N(w).

Geschrieben wird handisch: Norm von x ist : || x |]|.

Beispiele fiir Normen im R”*n:
Hilbert-Norm:
|| v ||:=/(<v,v>) (Wurzel aus dem SKP, wenn es ein SKP gibt)
New Yorker Taxifahrer-Norm:
n

Taxinorm(v) := Y
i=1

\
i
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Euklidische Norm: (das verstehen mathematisch Ungebildete immer
2]

Die euklidische ist ein Spezialfall der allgemeinen p-Norm:

n p)1/p
p — Norm(v) = | X v_|
i

als 'der Betrag' )

\
i

n
EuklidNorm(v) := J[ >
i=1

i=1

Maximumsnorm:
MaxNorm(v) :=max({ABS(vy i) | i=1...n})

In Funktionenrdaumen und anderen Vektorraumen gibt es andere Normen.

Zum Verstandnis:

Man betrachte zunichst nur den R™2 und untersuche, wie ein Kreis
im R"2 in jeder der Normen aussieht.

Beispiel: p-Norm fiir p=3

3 3]1/3

%
1

+ |V

pNorm3(v) := [
2

Vektoren auf einem Kreis mit Radius 4 miissen die folgende
Gleichung erfiillen:
pNorm3([x, y]) = 4

3 31/3
(x|l + Iyl D = 4

3 33
IxI + Iyl =4
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3 3 3

lyl =4 - |x|
3 31/3
lyl = (4 - Ix])
3 3 1/3 3 3 1/3
y =4 - |x]) vy =-@@ - |Ix|)

Kreis mit Radius 4 in p-3-Norm:

¥

S-#-3-2-1 | 402 3 4 05

Merke:

Wie ein Kreis, eine Kugel o.a in einem Vektorraum aussieht, hangt
davon ab, wie man '"Abstand vom Ursprung’, also die Norm,
definiert hat.

Flir Mathematiker sind 'eckige' Kreise ganz normal, wenn die Norm

entsprechend gewahlt wurde.




