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Gebrochen-rationale Funktionen

Allgemeine Form:

k n

Y a -x

x=0 n
f(X) =

m n

> b -x

x=0 n
Beispiel:

3 2
5.x +4.-x + 3.x + 2

fl(X) =

5 4 2
6-x +7-x +8x +x-1

Das Ziel ist die Bestimmung von Nullstellen, Definitionsliicken,

Lochern, Asymptoten,Polen, Hoch-Und Tiefpunkten usw.

1. Definitionslicken
Alle Nullstellen des Nenners sind auf jeden Fall
Definitionsliicken, weil man durch null nicht teilen kann.
x - 1)-(x - 2)-(x - 3)
x-4)-(x =5)-(x -6)-(x -7)
f2 hat Liicken bei 4,5,6 und 7.

fZCX) =

2. Nullstellen der Funktion
Nullstellen der Funktion sind alle die Nullstellen des Zahlers,
die nicht zugleich Definitionsliicken sind.

In f2 sind 1,2 und 3 Nullstellen der Funktion.

3. Locher

x-1D-x-2)-x-3)-x-6)-(x -7)

f3(X) =
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x-4)-(x =5)-(x -6)-(x -7)

Wenn eine Nullstelle zugleich eine DefinitionsTiicke ist und vom
gleichen Grade, dann ist die Definitionsliicke die Stelle eines
Loches im Graphen.

In f3 trifft das auf 6 und 7 zu.

Derive berechnet aber trotzdem Funktionswerte:

f3(6) = 30

f3(7) = 20

Warum? Weil Derive automatisch die identischen Terme kiirzt!

Mathematisch ist namlich f3 bei 6 und 7 stetig erganzbar, d.h.:

Tim f3(x) = 30
X-6
Tim f3(x) = 20
X->7

Derive rechnet also nicht mit f3, sondern mit der stetigen
Erganzung:
(x - 1)-(x - 2)-(x - 3)
x - 4)-(x - 5)

f4(X) =

4. Pol und nicht Loch
Wenn eine Nullstelle zugleich eine Definitionsliicke ist, aber im
Nenner von hoherem Grade, dann ist die Definitionsliicke die
Stelle eines Poles.
(x -1)-(x = 2)-(x = 3)-(x - 6)

2
x-4)-(x -5)-(x - 2)

fSCX) =

In f5 ist 2 Nullstelle und Liicke, aber wir konnen kiirzen:
x-1D-(x -3)-(x - 6)
x-4)-(x =5)-(x - 2)

fGCX) =

In f6 ist 2 nur noch Nullstelle des Nenners, also eine Polstelle.

Beweis:
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Tim f6(x) = +w
X-2

5. Gelochte Nullstellen

Wenn eine Nullstelle zugleich eine Definitionsliicke ist, aber im
Zahler von hoherem Grade, dann ist die DefinitionsTliicke eine
Nullstelle.

3
x-1-(x-2) -(x=-3)-(x - 6)

2
x-4)-(x -5)-(x - 2)

f7(X) =

In f7 ist 2 Nullstelle und Liicke, aber wir konnen kiirzen:
x-1D-x=-2)-(x -3)-(x - 6)
(x = 4)-(x - 5)

f8(X) =

In f8 ist 2 nur noch Nullstelle. Da aber f7 die urspriingliche
Funktion war, geht f7 bei x=2 durch null, ist aber dort nicht

definiert. Das ist eine gelochte Nullstelle.

6. Pole
Wenn eine DefinitionsTiicke nicht zugleich Nullstelle des Zahlers
ist, dann liegt dort ein Pol vor.
Das ist auch der Fall, wenn die Nullstelle im Nenner von hoherem
Grade als im Zahler ist. Siehe 4.
(x - 1)-(x - 2)-(x - 3)
(x +2)-(x = 1.5)

f9(X) =

Bei -2 und +1.5 Tiegen Pole. Beweis:

Tim fI9(x) = +o

X--2

Tim fI9(x) = +o
x-1.5
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7. Asymptoten

Eine Funktion asym heiRt Asymptote der Funktion f, wenn die
Differenz zwischen f(x) und asym(x) gegen null geht, wenn x
gegen +o und -« lauft.

7a) Wenn der Grad des Zahlers kleiner als der des Nenners ist,
dann ist die x-Achse die Asymptote.

x -1)-(x - 2)
x-0:x+2)-(x -1.5)

flO(X) =

Tim f10(x) = 0

X-=00

7b) Wenn der Grad des Zahlers gleich dem des Nenners ist, dann ist
eine Konstane die Asymptote.

2:.x-(x - 1)-(x - 2)
fll(X) =

x-0:x+2)-(x -1.5)

2 48
- - + 2
7-(2-x - 3) 7-(x + 2)

Tim f11(x) = 2

X->00
Die Bruchterme gehen gegen null, die 2 bleibt.
asymll(x) := 2

Tim (f11(x) - asymll(x)) = 0

X->00

7c) Wenn der Grad des Zahlers groRer als der des Nenners 1ist, dann
ist eine Funktion vom Differenzgrad die Asymptote.

3
2:x - (x-1-(x - 2)

le(X) =
x-0:x+2)-(x -1.5)

3
2:x +(x -1)-(x - 2)

x-0:-(x+2)-(x -1.5)
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9 192 2 27
- - + 2.X —7-X +
14.(2.-x - 3) 7-(x + 2) 2

2 27
asyml2(x) := 2.x - 7:X +

2

Tim (f12(x) - asyml2(x)) = 0

X->00
7d) Wie bestimmt man die Asymptote? Einfach aus multiplizieren!

(per Hand: Polynomdivision).




