#1: Model110sung zur Unstetigkeit einer Ableitungsfunktion

#2: Gegeben sei die Funktion:
'F(X) =
If x 1
#3: (x — 1)"2-SIN(1L/(x - 1))
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#5: a) Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion von f(x).

#6: b) Zeichnen Sie die Ableitung.

#7: c) Beweisen Sie, dass die Ableitung von f(x) bei x=1 NICHT stetig
ist.

#8:

#9: Lsg al: Ableitung fir x#1 (mit Derive):

d 2 1
#10: — [(x -1 -SIN[——————-]]
dx x -1

1 1
#11: 2-(x - 1)-SIN} ———— | - CcoS§| —
x -1 x -1

#12: Lsg a2: Ableitung fir x=1 :
#13: Der Sekantensteigung fiur x0=1 und hz0 ist:

f1 + h) - f(1)
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h
#15: Wegen f(1)=0 ist das:

f(1 +h) -0
#16:
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Das ist nach Definition von f(x):
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Die Einsen heben sich weg:

2 1
h .SIN|] —
h

h

Weil h#0 kann 1ich kiirzen:

1
h.SIN| —
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sin(1/h) 1ist durch 1 und -1 beschrankt. Wenn h gegen null geht,
muss deshalb auch hxsin(1/h) gegen null gehen.

Der Grenzwert der Sekantensteigungen fiir h gegen 0 ist also:

1
Tim h.SINJ— | = 0
h-0 h
Die Ableitung von f bei x=1 1ist also 0.
Die gesamte Ableitungsfunktion von f ist deshalb zusammengesetzt
aus #11 und #25:
'F_(X) =
Ifxz1

2.(x = 1)-SIN(1/(x - 1)) - COoS(1/(x - 1))
0

Lsg b) Zeichnung der Ableitung
VECTOR([x, f_(x)], x, -0.25, 1.5, 0.001)

[1, f_(D]
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Lsg c) Unstetigkeit der Ableitung f_ bei x=1
Ich zeige, dass es eine Folge xn ——> 1 gibt, deren Funktionswerte
f_(xn) nicht gegen f_(1) Taufen.

—-——— Voriberlegung ————

1 1
rtx - D.SIN[_] ) cos[—]
x -1 X -1

Im f_(x)-Term geht der Term 2(x-1)=sin(...) gegen null, wenn X
gegen 1 Tlauft.
Wenn 1ich also den cos-Term konstant halte, geht das Ganze gegen

eine Konstante. Deshalb:

1
COS| —————| =1
x -1

Das gilt z.B., wenn

Also wenn
1
X = — + 1
2.m-n
Die Voruberlegung gehort nicht zum Beweis und braucht in einer

Klausur nicht angegeben zu werden.

Ich stelle sie hier nur aus didaktischen Griinden dar.



#47: Wie man auf die richtige Folge gekommen ist, interessiert im
Beweis nicht.
#48: Huaptsache ist, dass der Beweis damit funktioniert.
#49: ———— Ende der Voriiberlegung ———-
#50: ———— Beginn des Beweises der Unstetigkeit von f_(x) bei x=1 --——-
#51: Es sei die Folge xn mit n aus N wie folgt definiert:
#52: n € Integer [1, )
1
#53: xn = —— + 1
#54: Dann gilt:

Tim xn = 1
#55: now

#56: weil der Bruch gegen null geht.

#57: Weil xn stets ungleich 1 ist, ist f_(xn) nicht 0, sondern:

1 1
#58: f_(xn) = 2.(xn - 1)-SIN(————————] - COS{————————}
xn - 1 xn - 1
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f_(xn) = 2.]— + 1 - 1].SIN -
#59: 2:mM-n 1
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f_(xn) = 2e—.SIN - CO0S
#60: 2.mM-n 1 1
2.mM+n 2.1m-Nn
1
#61: f_(xn) = .SIN(2.m-n) — COS(2-m-n)
m-n

#62: Es gilt: SIN(2:m-n)=0 und COS(2-m-n)=1. Also gilt:

1
#63: f_(xn) = ——.0 -1
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m-n
f_(xn) = -1

Tim f_(xn) = -1

N-oo

Damit ist gezeigt, dass es eine Folge xn gibt, die gegen 1 lauft,
dass aber deren Funktionswerte f_(xn) nicht gegen f_(1)=0
Taufen, sondern gegen -1.

D.h., dass f_(x) bei x=1 unstetig ist! q.e.d.

Achtung! Glauben Sie DERIVE nicht alles.

Wenn man Derive einfach rechnen lasst ergibt sich z.B.:

1
Tim [ .SIN(2.m-n) - COS(Z-n-n)} = SIN(w)
n-oo \ 7N

Einzelberechnung ergibt:

1
Tim «SIN(2:.m-n) = O
N-oo T-Nn

Tim COS(2-m-n) = SIN(w)

N-0
Obwoh1 die Werte bekannt sind:
VECTOR(COS(2+-mten), n, 1, 10, 1) =-[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]

Wieso dieser Fehler auftritt, weill ich nicht.

Ubungsaufgabe:
g(x) =
If x 2 -1
(x + 1)"2.SIN(L/(x + 1))
0
a) Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion von g.

b) Zeichnen Sie die Ableitung.

c) Beweisen Sie, dass die Ableitung von g bei x=1 NICHT stetig ist.







