Eine gebirgige Flache ohne Hochpunkt
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Behauptung: Es gibt keinen Hochpunki!

Beweis:

Die Funktion f ist offensichtlich fiir jedes Paar [x,y] definiert und differenzierbar.
Wenn also einen Hochpunkt gibt, dann nur dort, wo die beiden ersten partiellen

Ableitung null sind.

d 3
#4: — f(x, y) = 6-x:y — 8-x%
dx
d 2
#5: — f(x, y) = 3-x - 2.y
dy
d d
#6: — f(x, y¥) =0 A — f(x, y) =0
dx dy

#7: XxX=0Ay=0

#8: f(0, 0) =0
D.h.: [0,0,0] ist der einzig mogliche Hochpunkt des Graphen.

Die Matrix der zweiten partiellen Ableitung ist die Hesse-Matrix:
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— — flx, y) — — f(x, y)
dx dx dy dx
#9: HM(x, y) :=
d d d d
— — flx, y) — — f(x, y)
| dx dy dy dy
2
6:-(y — 4.-x ) 6-X
#10: HM(x, y) :=
6-x -2

Die Determinante der Hesse-Matrix fiir [0,0] ist null:

#11: DET(HM(O0, 0)) =0

Das bedeutet, dass die hinreichende Bedingung fiir Hochpunkte nicht erfiillt ist.

Das heilt, dass man nichts weiR und genauere Untersuchungen anstellen muss.

Der Punkt [xH, yH, f(xH,yH)] heil3t Hochpunkt der Funktion
f(x,y)=z,

wenn es in der Ebene eine Umgebung des Punktes [xH,yH]
gibt,

fur die gilt,

dass fur alle [x,y]#[xH,yH] aus der Umgebung die
Funktionswerte f(x,y) kleiner als f(xH,yH) sind.

Der Punkt [xo, yo, f(xo0,y0)] ist KEIN Hochpunkt der Funktion
f(x,y)=z,

wenn es in jeder Umgebung des Punktes [xo0,yo0] mindestens
einen Punkt [x,y]#[x0,y0] gibt,

fur den qilt,

dass der Funktionswert f(x,y) grof3er oder gleich f(xo,y0) ist.

Behauptung: [0,0,0] ist kein Hochpunki!

#12: Fiir ein beliebig kleines & besteht die Umgebung Ue von [0,0] aus
den Punkten [x,y] mit:

2 2 2
#13: X +y < &

#14: Das sind die Punkte innerhalb des Kreises mit dem Radius & um den

Mittelpunkt [0,0].



#15: Die Punkte auf dem halben Radius Tiegen dann sicher innerhalb des
Kreises mit dem Radius «€:
2 2 € )2
#16: x +y = |—
2
#17: Ich wahle einen Punkte [x,y], der auf dem Kreis mit r=&/2 und auf

einer Parabel Tiegt:

2 2 € )2 2
#18: x +vy = |— AY = 2:X

2
2
J2-J(J(4-e + 1) - 1)
#19: x& :=
4
2
J.ge +1) -1
#20: ye :=

4

#21: Der Punkt [xe,ye] 1liegt auf dem Kreis mit r=g¢/2, denn es gilt:

#22: x& + yg = ——

#23: Und fiir den Punkt [xe,ye] gilt:

2 2

#24: f(xe, ye) - (ye - 2-xg )-(ye - xg )

2
J4.e +1) -1

#25: f(xe, ye)

4
2 32 2
J2.J(J(4-e + 1) -1 J4g +1) -1
2. . -
4 ) 4
2 2)
J2.J(J(4-e + 1) - 1)
4 J

#26: f(xeg, ye) =0

D.h., dass es in jeder € -Umgebung von [0,0] mindestens einen



Punkt gibt, dessen Funktionswert nicht kleiner, sondern gleich
0 ist. g.e.d.
Das wiirde schon ausreichen als Beweis, aber ich kann noch

einen Punkt angeben, dessen Funktionswert groRer als null ist.

2 2 € )2 2
#27: x +y = |— Ay =1.5:x

2
2
JHOe +4 -2)
#28: xg :=
3
2
J(O9.g + 4) -2
#29: yg =
6
2 2
J(9-g +4) - 2)
#30: f(xg, yg) =
324

#31: Das ist postiv, weil der Radikand reell ist und das Quadrat davon
positiv.

#32:

Hintergrund

Wenn y=k*x"2 ist, mit 1 < k < 2, dann liegt f(x, kx*2) auf einer Parabel,

die sich im Positiven bis [0,0,0] hinzieht.

2 2
#33: VECTOR([X, kex , f(x, k-x )], k, 1, 2, 0.2)
2
X X 0
2 4
6-X 4.x
X
5 25
2 4
7+-X 6-X
X




5 25
#34:
2 4
8-x 6-X
X
5 25
2 4
9.x 4.x
X
5 25
2
X 2-X 0

#35: Beispiel:

2 X
#36: f(x, 1.5-x ) =

2 1
#37: f(0.1, 1.5:0.1 ) = ——
40000

Zeichnung

2

2
#38: g(t, k) = VECTOR([t, k-t , f(t, k-t )], t, -5, 5, 0.1)

#39: VECTOR(g(t, k), k, 1, 2, 0.1)

#40: Vom Punkt [0,0,0] zieht sich ein Parabelgebirge nach oben.

#41: Deshalb findet man auf jedem Kreis um [0,0] zwei Punkte, deren
Funktionswerte positiv sind.

#42: Es sind die Schnittpunkte des Kreises mit einer der Parabeln.

#43:




#44: Zeichnung mit besserer Auflosung:
#45: VECTOR(VECTOR(f(x, y), x, -5, 5, 0.1), y, -5, 5, 0.1)

i
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#46:



