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Beweis der Stetigkeit mit der e£-6-Definition

2
f(x) = x

Behauptung: f ist stetig fiir alle xo € R.

Zu zeigen ist, dass es zu jeder e-Umgebung von f(xo) eine
6-Umgebung von xo so gibt,

dass alle Funktionswerte f(x) von x-Werten aus der &-Umgebung 1in

der €-Umgebung von f(xo) Tiegen.

1. Fall: Es sei xo positiv, also xo > 0 .

Es sei €>0 beliebig klein vorgegeben.

¥

Es gilt:

f(xo) - € < f(x0) < f(x0) + €

Die Wurzel ist monoton, d.h. aus a < b folgt .Ja < /b :
J(F(x0) - &) < J(f(x0)) < J(f(x0) + &)

2 2 2
Jxo - €) < J(x0) < J(xo + €)

2 2
J(xo - €) < xo0 < J(x0 + €)

Ich betrachte auf der Suche nach & die Abstande zu xo nach rechts
und Tinks:

2
or(e) == J(xo + €) - xo
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2
81(e) == xo - J(x0 - €)

Beide Abstande sind positiv, wegen der Ungleichung in #15.
Aber der Abstand rechts ist kleiner, weil f(x) quadratisch steigt.
or(e) < d81(e)

Ich wahle den &r(eg) fiir die 8-Umgebung von xo.

Es sei nun ein x aus dieser Umgebung beliebig gewahlt:

|x - xo| < &r(e)

Das bedeutet, dass x zwischen den Endpunkten des Intervalls Tiegt:

xo — &r(e) < x < xo + &r(e)

Weil 81(e) groRer als &r(e) 1ist, mache ich die Tinke Seite
kleiner, wenn ich 81 einsetze:

xo — 81(g) < x < xo0 + &r(e)

Ich setze ein:

2 2
xo — (xo - J(x0 - €)) < x <x0 + (J(xo + €) - x0)

2 2
J(xo - €) <x < J(xo + €)

Ich quadriere:

2 2 2
X0 — &€ <X < X0 + &

x0"2 ist f(xo0) und x"2 ist f(x):

f(xo) - € < f(x) < f(x0) + €

Das bedeutet:

[f(x) - f(x0)]| < ¢

Ich habe gezeigt, dass es zu jeder e-Umgebung von f(xo) eine
6-Umgebung von xo so gibt,

dass alle Funktionswerte f(x) von x-Werten aus der &-Umgebung 1in
der €-Umgebung von f(xo) Tiegen.

g.e.d.



#42: Der Fall 2 fiur negative xo geht analog, man muss nur das richtige

Intervall wahlen.



