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Stetige Erganzung einer Funktion RxR ————> R

Gegeben ist die Funktion:

X -y
f(x, y) =
|x] ~ |yl
Sie ist zundchst nicht definiert fir |x|=|y]
Df = RxR\{(x,y) | Ix|=]yl}

Ausgenommen sind zunachst die beiden Winkelhalbierenden in der

Ebene.

1. Beh.: f ist stetig erganzbar auf der positiven
Winkelhalbierenden im 1. Quadranten der Ebene, fiir alle Paare
(x,y) mit x>0 und y>0 und x=z=vy.

Beweis:

Es sei (xo,yo) vorgegeben mit xo0>0 und yo>0 und xo=yo.

Es sei (xn,yn) eine Folge in Df mit dem Grenzwert (xo,yo).

Da die Grenzwerte xo und yo beide positiv sind, miissen xn und yn
ab einer gewissen Nummer no auch positiv sein.

Flr die positiven xn und yn gilt auBerdem, dass xnzyn sein muss.
Waren xn und yn gleich, lagen sie nicht im Df.

Daraus folgt, dass die Differenzen (xn-yn) und (|xn|-|yn|) beide
ungleich null sind.

Der folgende Bruch ist deshalb in Zahler und Nenner ungleich null:

Xn - yn

f(xn, yn) =
|xn| - |yn]

Da xn und yn positiv sind, gilt |[xn|=xn und |yn|=zyn. Also 1ist der
Bruch zu vereinfachen zu:
Xn — yn

f(xn, yn) =
Xn — yn
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Das bedeutet:

f(xn, yn) = 1

Deshalb gilt fiir alle betrachteten Folgen (xn,yn), die gegen
(xo,yo) Tlaufen:

Tim f(xn, yn) =1

n->0
D.h., dass f bei (xo,yo) mit xo>0 und yo>0 und xo=yo durch

f(xo,yo)=1 stetig erganzbar ist.

2. Beh.: f ist stetig erganzbar auf der negativen
Winkelhalbierenden im 3. Quadranten der Ebene, fiir alle Paare
(x,y) mit x<0 und y<0 und x=z=y.

Beweis:

Es sei (xo,yo) vorgegeben mit xo0<0 und yo<0 und xo=yo.

Es sei (xn,yn) eine Folge in Df mit dem Grenzwert (xo,yo).

Da die Grenzwerte xo und yo beide negativ sind, missen xn und yn
ab einer gewissen Nummer no auch negativ sein.

Flr die negativen xn und yn gilt auBerdem, dass xnzyn sein muss.
Waren xn und yn gleich, lagen sie nicht im Df.

Daraus folgt, dass die Differenzen (xn-yn) und (|xn|-|yn|) beide
ungleich null sind.

Der folgende Bruch ist deshalb in Zahler und Nenner ungleich null:

Xn — yn
f(xn, yn) =

|xn| - [yn]
Da xn und yn beide negativ sind, gilt |xn|=-xn und |yn|=—yn. Also
ist der Bruch zu vereinfachen zu:
Xn — yn
f(xn, yn) =
-Xh — —yn

Das 1ist aber:

Xn - yn
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f(xn, yn) =

- (xn - yn)
Das bedeutet:
f(xn, yn) = -1
Deshalb gilt fiir alle betrachteten Folgen (xn,yn), die gegen
(xo,yo) Tlaufen:

Tim f(xn, yn) = -1

n->0
D.h., dass f bei (xo0,yo) mit xo0<0 und yo<0 und xo=yo durch

f(xo,yo)=-1 stetig erganzbar ist.

Stetige Erganzung

fe(x, y) =
If x=yAax>0
1
If x=yAax<0
-1
f(x, y)

3. Beh.: Auf der zweiten Winkelhalbierenen ( y=—x ) ist f nicht
stetig erganzbar.

3a) Beweis fir den Fall y>0 und x<0 (Winkelhalbierende im 2.
Quadranten)

Es sei der Punkt (xo,yo) gegeben mit xo0<0 und yo=-xo0, also yo>0.
Z.B. (xo,yo0)=(-3,3).

Es sei (xn,yn) eine Folge in Df mit dem Grenzwert (xo,yo).
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Weil yo=—xo 1ist, lauft der Zahler (xn-yn) gegen (xo-(-xo0)). Das
ist (xo+x0), also 2xxo. Im Beispiel: -6

Die Differenz im Nenner (|xn| - |yn]|) Tauft immer gegen null. Aber
die Differenz kann negativ oder positiv sein!

Deshalb gilt fiir diesen Fall (xo negativ, yo positiv):

XN — yn 2-X0
Tim f(xn, yn) = Tim = = 4o
) nso |xn| - |yn] 0
Beispiele:
Es sei: xo = -3, also 2xo = -6. Naherung von rechts.
1 1
Tim f|-3 + —, 3 + —| =«
N-o n n

Dies gilt, weil |xn|-|yn| auch negativ ist, wie -6.

Es sei: xo = -3, also 2xo = -6. Naherung von Tinks.
1 1

Tim f|-3 - —, 3 - — | = -

N-o n n

Dies gilt, weil |xn|-|yn| positiv ist, aber -6 ist negativ.

3b) Beweis fir den Fall y<o und x>0 (Winkelhalbierende im 4.
Quadranten)
Die Argumentation fiir den Fall (xo=yo und xo positiv und yo

negativ) verlauft analog: Nicht stetig erganzbar.

4. Beh.: Die Argumentation fir den Fall (xo,yo)=(0,0) verlauft

analog: Nicht stetig erganzbar.




